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Fourierova transformace

el — cos(#) + 7sin(8)

¥
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F(k) =f flx)e 2™ dr,

flz) = f F(k)e* ™ dk

oscilacni X uhlova frekvence

w = 2nk

FIOI= o= [ fe v at Flh(t)] = f h(t)e ™" di

o Y N
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Viastnosti

e linearita
Flaf(z) + bg(z)] = aF[f(z)] + bF[g(z)] = aF (k) + bG (k).

« konvoluce convolution theorem
FIf1Flgl = FIf * g]
e posun shift theorem

Felflz — zo)|(k) = fﬁ“*“’““F{k}.
 rotace

F(R(f)) = R(F(f))

 zmeéna meritka similarity theorem

Filf@)(k) = o F &



Fourierova transformace - 2D

Fixgp)= [ [ fle ke smtesthn di, d,
flk k) = f f F(x, y)e* k== tkuv) de dy.

1 : :
05
. /’ /\
05
o ﬁ
350 - i
200 i
N -
250 >\\\ i \//\BED
p: 00
200 \\)\ ///m
LN — 20
TN < — = 150
e 100
2o m
U oo

real, u=v imag, u=v




Peridoické prodlouzeni




18

16

141

12

10+

<o
T

(2]
T

N
T

[\
T

N —1
F-;-_! = E :fkﬂ—.hriﬂﬁ:l.'rﬁr.
e =L}

f—————
15

o

e e B
25

O

35

1 N-—-1
2mink /N
fir = E Z Fnhe N

n=i}

4 /N
6.5/ N
17 /N
19 /N



Pouziti
* filtrace
* registrace
- Interpolace

* reprezentace objektu

* reprezentace textur



Filtrace ve frekvencni oblasti
FIf *g] = FIf1Fg]

o % 3

high pass Gaussian high pass band pass

low pass Gaussian low pass directional



Low pass step filtr

LPF image, r, =36 LPF image, r, =26



Butterworth filtr

low pass high pass
Hiuv) = : = Hiuv) = ! =
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Butterworth filtr

LPF image, 7, =13 LPF image, 7, =10



Filtrace periodickéeho poskozeni

Inverzni filtrace

Znamy typ PSF



Registrace - fazova korelace

o kros korelace +  Fi[f(x — zo)|(k) = e 2" F ().

F (Image(x,y)) . F * ( Window(x,y))

—@2ri(xTX +yTY)
| F (Image(x,y)) . F * ( Window(x,y)) |

SPOMF symmetric phase - only matched filter



(X, Y.]

nr - # kruhu
nw - # vyseci

[(x-x)*+ -y )1 H:mn'i(ﬂ)

_ (n —1)log (r/ 1),

log(r, /¥ .)

X=X,

W=



RTS registrace

Folf(x — x0)|(K) = e 2%*=0 F (k).
F(R(f)) = R(F(f)) "
Flfao)) = o F (£)).

(L

FT — | | — log-polar — FT — fadzova korelace

e 1 - periodicita amplitudy -> 2 Uhly
* log(abs(FT)+1)
e problémy s diskrétnim prostfedim






Fourierovy deskriptory

i i, ﬂ__‘____-m = "“'-—-_h_\d s

L

N-—-1
Fo= ) fre 2mmk/N, ) =x(2) +iy(2)
k=)
Posun - zmena F(0)
Rotace - zmeéna faze
Méritko - vynasobeni konstantou

Zmena start bodu - posun v 1D reprezentaci



Fourierovy deskriptory

periodicka funkce
e soufadnice () =x(t) + iy(¥)
* vzdalenost od téziSt€ f{£) = ([x(¢) —x >+ [y(?) - y.]*)!"

e plocha




Fourierovy deskriptory - interpolace

separace - tvar - pozice
- méritko
- orientace

"""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""

medicinske fezy



Textury - popis
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Fourierova transformace

"

e’ = cos(f) + jsin(f) - zakladni stavebni prvky FT

¥
-

pro kazdou frekvenci — sinusoida dane
frekvence porovnana se signalem

obsahuje-li signal danou frekvenci — korelace je
velka - velké FT koeficienty

nema-li signal zadnou Cast dané frekvence,
korelace na dané frekvenci je mala/nulova -
maly / nulovy FT koeficient



Okénkova Fourierova transformace

-iZnft 2

+00
Faag (T, )= Jfﬂ:t: w(t-1) e dt wi) = g %1
-0




Okénkova Fourierova transformace
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Okénkova Fourierova transformace

« vypocet ruznych FT pro po sobé jdouci Casové intervaly

. time-frequency reprezentace
,1-D time domain* — ,2-D time-frequency

* volba okna tvar, sirka
« Sirka okna — signal v ném stacionarni

e SirSi okno — mensi time" rozliSeni

Falf(az))(k) = la| ™" F (E) |

(L



Volba okna

Dva extrémy

«  W@)=1 W(t) nekonelné Siroké =>» Kklasicka FT
vyborneé ,frequency” rozliSeni, zadna ,time" informace

« W(@®)=56(#) W(t) nekonedn& izké = konstanta

vyborne ,time" rozliseni, zadna ,frequency” informace

Okno zvoleno — rozliSeni nastaveno v obou oblastech

Gaussovske okno — nejmensi



Heisenberguv princip

At * Af > 1/(4 T1)

Gaboruv princip neurcitosti

At Time rozliseni: Af Frequency rozliseni :
separace 2 ,Spici” v casové separace 2 spektralnich
oblasti komponent

Obe rozliseni nemohou byt libovolne velke!

Pouhé intervaly!!



FT versus wavelets - plocha
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Waveletova transformace

« Zaklady teorie

* Aplikace



=+

Historie Wavelet +

¢ 1909 Alfred Haar - Haar baze.

e 1946 Gabor - ne-orthogonalni neomezené wavelety

e 1976 Croisier, Esteban a Galand - filter banks pro

dekompozici a rekonstrukci signalu

e 1982 Jean Morlet pouzil Gabor wavelety k modelovani

seismickych signalu

}:"lr'



e 1987-1993 Stephane Mallat a Yves Meyer - multiresolution
Diskrétni Waveletova Transformace

e 1988 Ingrid Daubechies - ortonormalni, kompaktni skupina
wavelet



· 1987-1993 Stephane Mallat a Yves Meyer - multiresolution , Diskrétní Waveletová Transformace


· [image: image1.wmf]0


200


400


600


800


1000


1200


1400


1600


1800


2000


-0.06


-0.04


-0.02


0


0.02


0.04


0.06


0.08


1988 Ingrid Daubechies - ortonormální, kompaktní skupina wavelet 
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Aplikace wavelet

e Komprese
® Problematika rozmazani

® Odstranovani sumu a poskozeni

® Detekce struktur

®* Registrace
®* Fuze dat s ruznym rozliSenim
® Reprezentace



O co tady jde ?

,Laplacian“ pyramida

Hlgs
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K c¢emu smeérujeme ?




Haarova waveleta = @ o

1 0<t<1/2

w(t) = —1 1/2<t<1
ﬂ otherwise

NERN
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Haar waveleta

T . 1 0<t<1/2 .
. . . . , | w(t)=4¢ -1 1/2<it<1 W(f) =je_;ﬂfﬁm2L);ﬁ)
o T e o 0  otherwise wf/

Mexican hat waveleta

w(t) =(1-12e 2 W(f) = vVer(2rf)le 2n)/2
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Wavelet transformace

* Okno proménné Sirky
— analyza vysokych frekvenci =» uzkeé okno pro
lepsi ,time” rozliSeni
— analyza nizkych frekvenci = SirSi okno pro lepSi
Jfrequency” rozliseni
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Okénkova Fourierova transformace

Fw(t, f) = /_m f(t) wi(t — 1) e ™It dt

h(t) = w(t) e 7

’ g) translace, dilatace

I — 1 a>0,eR

1
WE(T,a) = \/m/f(t)h*( - ) dt —

waveletova transformace



Waveletova transformace
h a,T == \Va,b

e - mateCna waveleta (mother wavelet)

- wave... osciluje

- ....let dobre lokalizovana

kolem 0, mizi rychle

J m | Jy =0 J‘ ‘\P(w)‘da) <

—_[| Y |2 <oo
B 1 x-b
\lja,b T \/{_I\ll( a ] _FT(W)a’bV()—O,VOO—O
a>0,eR o
b € R, - néco jako band-pass filtr ve FT

normalizace pres Skaly



Haa ‘Wavalst

Haar waveleta

-t ] 1 0<t<1/2 L,

<t< ‘ )
| . wt)=4{ -1 1/2<t<1 w(f)=je—:rf%-’;f)
-y = = -1 =2 1 z 3 i ﬂ Dﬂ]elﬁwise ﬂff

FTcfthaHam 'Waalst

o
Faquancy

KMaxican Hat "W avalet

Mexican hat waveleta

w(t) =(1-1)e T2 W(f) = Ver(2rf)le 22

FT oftha Mlazican Hat'W aval e

o
Faquancy



Shamen ‘Wavaket
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Shannon waveleta

w(t) = sinc(t/2) cos(3xt/2) W (f) = { é f, tiﬂ]li 1.0

Morlet waveleta

w(t) = e+ cos(5t)
W(f) = Vame— @ I-512 4 \fore(2nf+8)/2



Daubechies 4 waveleta
QrDQ,Ej [ = O:' 1

Woph=




Spojita waveletova transformace

WT@¢)=]}upmwndf

da dt

ﬂnchuf

(

o (T
a,b ) Vu () 2

Cc-zalezina y WF(a,b) ={f(0), v., )

a>0,eR

REDUNDANTNI!! — diskretizace a,b
beR



Dyadicka sit’ — diskretizace a, b

e _time" vzorkovani u nizkych frekvenci — ridké staci

Q.Q.Q.Q..Q.Q.Q.Q................; g
© 6 06 06 0 0 0 0 0 o o o o o o o o
@) @) @) @) ©) o o o o
o o o @) @)
@) @) o
(@) (@)
a vzorkované na log stupnici a=aj
log a b vzorkované hustéji u malého a b=k -l b,

obvykle a, =2 a b, =1, coz vede na dyadickou sif’



Dyadicka waveletova transformace
- waveletove rady

ﬁ?m,n(m) = V2™ ﬂf.?(zmiﬁ — ?1)

binarni Skalovani - zmenSovani o faktor2 -00< m, n < OO
dyadicky posun - posun o k/2 m,nect?
Wan - ortonormalni baze L*(R)

( Ynn, '//k,1> = am,k 0 n,l
OO =22¢p Vo

Con =SSV, )

Preurcenost



Diskrétni waveletova transformace - cesta
Kompaktni dyadicka waveletova transformace
- f(X), Wm,n nenulove na [0,1], jednotkovy interval
v (z) = V2™ (2™ — n).
j=2"+n,m=0,1,... n=0,1,...2i-1

pro libovolné j je m je nejvétsi takové, ze 2m< j, n=j-2m

f(x) — i C; Y Diskretizace f ... F(i Ax)

‘\szorkﬁ ... mocnina 2
cj=<f(x)’ \|’]>

spojité
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Diskrétni waveletova transformace

Kompaktni dyadicka waveleta

Diskretizace f.... f(i Ax)
N vzorkl ... mocnina 2 Y (m]

cj=<f(x), \Ifj>= zljlf(x) Y

diskrétni



FT - spojita funkce x spojita funkce [ ]

FR - periodicka funkce x Fada koeficientd [ X
DFT - navzorkovana funkce x navzorkované spektrum 2 2
SWT - spojita funkce x spojité a,b [ ]
WR - spojita funkce x Fada koeficienti [ X

DWT - navzorkovana funkce x kone¢na rada koeficienta > D,



Waveletova transformace - dekompozice
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Waveletova dekompozice funkce f

J—1
Pv,f =Py, f+ X Pw,f
N
— \
\\ <

~OX zaklad + ¥ detaily rizného
- v méFitka
J-1 _

R




| i




Mutliresolution analysis (MRA)

- postup pro konstrukci ortonormalnich bazi

- L2 prostor

- vnorena sekvence
uzavrenych

podprostort V;

- kazdé V; odpovida
jednomu meritku

- plneé urceno volbou

$kalovaci funkce @



Plati:

g

11111

UV, | ) W, :| W}H“ ] w'ﬁ]
A s

° NV,

o fcly+—— f(2)€ V; narasti-jemnéjsi rozliSeni

scale invariance R f(t) e vy <= f(2™) € ¥
] fit) E Vi & f{21) €V,
L | ,




® feV,+—— f(-—7)€eV; shift invariance
e funkce ¢'I (x), kde @;;(z) = Zf;ﬁ(f:‘c —7)

tvori ortonormalni bazi vV, ... skalovaci funkce
father wavelet

® P.(f) - ortonormalni projekce f do V;, pak [ = lim F(f).

1—=00

e Skalovaci koeficienty  5,.(f) = (f, ¢;;)

® reprezentace chyby ( detailu )
Vi+1 - Vi
e ortonormalni doplnek W,

Wi =Vip oV, WilV;




kazdy W, je generovan posuny v ; ;

waveleta

L*=FPHw,

Sskalova invariance

Plati:

translacni invariance
ortonormalita W.a W,

® waveletoveé koeficienty wii(f) = (i)



Waveletova transformace - dekompozice




e Skalovaci koeficienty sii(f)= ([, ;)

® waveletové koeficienty  w,(f) = (f,1;;)

® ¢ ... vyhlazovaci (smoothing) funkce
- nenulovy [ ¢ (=1)
-Jy=0
- ¢ a FT(¢) dobry pokles ( lokalizace v obou oblastech)

- kompaktni ¢, v
- nulové krom urcitého konecného intervalu



mﬁ) Vo V, ,
K I E_j‘ |hj“ "‘f\: OO

olx) = V2 Zhjfi}(z-f ).

dilatacni rovnice

(x)= V2 Y g;6(2c - j)

W,c V,




Haar waveleta

d(a)
0 1
h=| 1
V{E )
1
g= [ﬁ :
d(2x) o2z — 1) ¢
0 1

W (x)

O(2x) + ¢(2z — 1)
¢(2x) — P22 — 1)



Poznamky khag
h,g quadrature mirror filtry (JH|? + |G]> =1)

h - low pass filtr > h=12
d - high pass filtr Ys=0

— h zpétné se zménénymi znaménky
posun o pul periody

]] hN1j_(1) g,

[h3 'h2 h1 'hO]
h; uréuje §ké|ovaC| funkei  é(z) = V2 ) h;p(2z - j)

hy =g, )= v’_f @) (2F — k) dt.
g = W1k, ¥ = «F[ 09 2 -k ds

S5
ok ©

|
|

J



Ortogonalita
/ Oikl(T) () dr = Oy
[ tin(@)i@) de = 66,

/_m Girx)Yj(x)de = 0, 5 >1

waveleta (wavelet) baze W,
skalovaci funkce (scaling function) baze V,

€ <

5 1 m=mn
Wi=VipnoV, WLV N0 m£n



Waveletova dekompozice funkce f

J—1
Pv,f =Py, f+ X Pwf
i

—
zaklad + 2. detaily ruzného
V. méritka
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Daubechies 4 waveleta
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Waveletova dekompozice funkce f

J—=1
prff = Py},ﬂf + FZ}T Pﬂjf
i

P,,f - ortonormalni projekce f do V;

2J -1

(Pof) @) = Z cudinl@) ey = [% fa)pyle)da

27 —1 X0, NI

(Pi__.i__.-j f) () = % dippn(x) di) = ./—c"_:::- Jlx),(x) do
| k=0

kompaktni suport

J—1
fle) = X cprdsrlx)+ X > dirjr(z)

kel j=Jy keZ

zaklad + > detaily rizného méritka



ov, (Pf)(z) =% ciudjul@)

J k—0

®V,,+W,, (Py { )(x) = % Ci1k ¢j-1,k(x) + Zk: dj-l,k Vi1k (x)

® DR o(z)=V2 Y hjo(2z—j) ¥(z)=vV2 Y g;6(2z - j)

J 7
=X h(n-2k) ¢;,,  Cjx= Z h(k-20) c;,
n
dj-l,k = 2. g(n-2k) Cin + 21: g(k-21) dj,l
n

signal délky 2J- vzorky na jednotkovém intervalu V_
<f, ¢, x>, aproximace spojité funkce f .. c,



Rychla waveletova transformace

e
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Waveletova transformace - proces urceni c; , d;

Kompaktni - koneény pocéet nenulovych koeficientu
- lokalizace v case, frekvenci

Pozadavek na nulovost momentu

0= J.w(f}r:fr =... = Jf’”_l wit)dr

FFT - O(Nlog,N) FWT - O(N)



» Vlastnosti ocekavané od wavelet
- dobra lokalizace
- Jednoduchost konstrukce a reprezentace
- invariance vzhledem k nekterym operacim
- hladkost, spojitost, diferencovatelnost, symetrie

- dobré vlastnosti vzhledem k poctu
nulovych momentu



Kompaktnost
- v obrazove oblasti (ve frekvencni rychle k nule)
- niZSi vypocetni naroky
- lepSi obrazoveé rozliseni x horsi frekvencni

Symetrie
- ortogonalni kompaktni wavelety nemohou byt sym.
- biortogonalni wavelety

Momenty a jejich nulovost
1. M momentu O : signaly typu x(t)= > ¢,
nulové detailni koeficienty O<m<M
dobré pro kompresi
Daubechies 2p koeficientl — p nulovych momentu

Hladkost
lepsSi rekonstrukce



- Biortogonalni wavelety
-Haar jedina kompaktni, ortogonalni a symetricka

-oslabeni ortogonality Pijs Vijs Pijs Vi

(s

(Vijy Virjr) = 43105

F=3"( i) 08 =3 (f,4)) iy
¥

i

 Realné x komplexni wavelety
« Ortogonalni x biortogonalni x neortogonalni

 Jiné typy diskretizace, nedyadické, m-bands



 Wavelet packets - nadmnozina WT

analyticke funkce (W, skalovaci f., W, waveleta )

volba stromu
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Filter banks
v,(x) = (1/Va) y(x/a)

W, (%) = y¥,(-x) = (1Na) y*(-x/a)

pak

CWT = f* y (x)

nasobeni ve FT




Subband coding
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f(iAt)*h(iAt)

F(s)
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bGAD[ fiA*h(A)] B(s)*[F(s)-H(s)]
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Aliasing
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